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Зроблено аналіз розподілу густини струму в 
електродах електрохірургічних інструментів при 
зварюванні біологічних м’яких тканин. Для цього 
розроблено алгоритм розв’язання та розв’язана 
еліптична задача, що моделює скін-ефект в провід-
никах компактного перерізу. Проведена верифіка-
ція математичної моделі розподілу густини стру-
му в монополярному електроді шляхом порівняння 
з експериментальними даними при хірургічній опе-
рації приварювання сітківки ока до його судинної 
оболонки
Ключові слова: зварювання біологічних м’яких 
тканин, електрохірургічні інструменти, електро-
ди, високочастотний струм, скін-ефект
Сделан анализ распределения плотности тока в 
электродах электрохирургических инструментов 
при сварке мягких биологических тканей. Для этого 
разработан алгоритм решения и решена эллипти-
ческая задача, моделирующая скин-эффект в про-
водниках компактного сечения. Проведена вери-
фикация математической модели распределения 
плотности тока в монополярном электроде путем 
сравнения с экспериментальными данными при 
хирургической операции приваривания сетчатки 
глаза к его сосудистой оболочке
Ключевые слова: сварка мягких биологических 
тканей, электрохирургические инструменты, элек-
троды, высокочастотный ток, скин-эффект
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1. Вступ
Високочастотний струм в сучасній електрохірургії 
застосовують в багатьох галузях загальної хірургії, 
кардіології, офтальмології, урології, отоларингології, 
гінекології, онкології і т. д. [1, 2]. З 1994 року в Інсти-
туті електрозварювання ім. Є. О. Патона в співпраці 
хірургами ведуться роботи по створенню нових техно-
логій та обладнання для високочастотного зварюван-
ня живих м’яких тканин [3].
Протікання через провідник змінного струму супро-
воджується скін-ефектом, який полягає в неоднорідному 
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розподілі густини струму по його перерізу. Густина най-
більша біля його поверхні і зменшується з глибиною. При 
дуже великих частотах струм протікає практично тільки 
в тонкому поверхневому шарі і всередині досить товстого 
провідника струм високої частоти не тече. Чисельне моде-
лювання поширення електромагнітного поля та густини 
струму через електроди електрохірургічних інструментів 
дозволяють проаналізувати вплив скін-ефекту на форму 
та якість зварного з’єднання. При цьому чисельне моделю-
вання ефективніше аналітичних методів розв’язку.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
Технологія зварювання біологічних м’яких тканин 
знаходить широке застосування в багатьох областях 
хірургії [4]. Разом з вдосконаленням цієї технології іде 
створення нових електрохірургічних інструментів [5, 6] 
і хірургічних методик [7, 8]. Загальній теорії проход-
ження змінного струму через циліндричний провідник 
присвячена робота [9], але в ній йдеться про розробку 
вимірювальних приладів на низьких частотах. В роботі 
[10] математично моделюється проходження струму 
при електрохірургічних втручаннях, але модель не вра-
ховує дію скін-ефекту.
Наглядно дія скін-ефекту проявляється при прива-
рюванні відшарованої сітківки до судинної оболонки 
ока. Ця робота проводиться в Інституті очних хвороб і 
тканинної терапії ім. В. П. Філатова АМН України спіль-
но з Інститутом електрозварювання ім. Є. О. Патона [11]. 
Під мікроскопом видно місця проходження струму – 
коагуляційні кільця (рис. 1), які утворюються при кон-
тактному зварюванні сітківки ока. Зовнішній діаметр 
цих кілець трохи більший за діаметр монополярно-
го активного електроду, а внутрішній діаметр буває 
різним і залежить від умов проведення операції та 
параметрів електричного струму. Електрохірургічний 
інструмент для приварювання сітківки показано на 
рис. 2.
Електрофізичні характеристики провідних серед-
овищ (електродів електрохірургічних інструментів) 
визначаються їх питомою електропровідністю σ, діе-
лектричною ε і магнітною μ проникністю. Змінне елек-
тромагнітне поле описується рівнянням [12]
( )21 E j E 0 −∇ ∇ + ωσ − ω ε = µ  ,  (1)
де  – оператор набла; E – напруженість електромаг-
нітного поля; ω – кутова частота; j – уявна одиниця. Це 
рівняння витікає з рівнянь Максвела.
Рис. 1. Коагуляційні кільця на сітківці після операції 





Рис. 2. Електрохірургічний інструмент для приварювання 
сітківки ока: а – зовнішній вигляд; б – збільшене 
зображення електроду
Розробка адекватної математичної моделі проход-
ження змінного високочастотного струму при елек-
трохірургічних втручаннях, яка буде підтверджена 
експериментальними даними дозволить виконувати 
проектування оптимальних форм електродів для різ-
них областей електрохірургії з урахуванням скін-е-
фекту в широкому частотному діапазоні.
3. Мета та задачі дослідження
Аналіз розподілу густини струму в електродах 
з допомогою математичного моделювання фізичних 
процесів було метою даної роботи.
Для досягнення поставленої мети вирішувалися 
наступні задачі:
– розробити алгоритм розв’язання еліптичної за-
дачі для моделювання скін-ефекту в провідниках;
– провести чисельні розрахунки протікання ви-
сокочастотного струму в круглих електродах елек-
трохірургічних інструментів в середовищі математич-
ного пакета Matlab.
4. Матеріали та методи математичного моделювання 
розподілу густини змінного струму в монополярному 
круглому електрохірургічному електроді 
Експеримент реалізовано для мідного провідника 
(σ=57·106 См/м). Поперечний переріз мідного електро -
ду, що розглянутий в експерименті є компактними, 
оскільки до компактних перетинів відносяться су-
цільні перетини з відношенням сторін, близьким до 
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Моделювання здійснювалось в пакеті Matlab з до-
помогою методу кінцевих різниць.
5. Математична модель для ідеального компактного 
перерізу
У випадку нескінченного круглого циліндра (цилін-
дрична система координат), якщо його вісь збігається з 
координатою z, то густина струму в будь-якій точці ци-
ліндра залежить тільки від координат x і y. В будь-якій 
точці циліндра, яка відступає на відстань r від осі 
циліндра, густина струму буде одна і та ж. Поверхні 
рівної густини струму являють собою циліндричні 
поверхні, які коаксіальні до поверхні циліндра. Між 
радіальною координатою r і координатами x і y існує 
зв’язок
r2=x2+y2.  (2)
Рівняння (1) в межах електроду (0<r<R, де 
R – радіус електроду) для циліндричної системи 
координат прийме вигляд
( )21 Er j E 0
r r r
∂ ∂ − ⋅ + ωσ − ω ε =  µ ⋅ ∂ ∂
.  (3)
Далі для ізотропного середовища і одновимір-
ної стаціонарної задачі з урахуванням граничних 
умов в циліндричній системі координат в результа-
ті апроксимації частинних похідних відповідними 
кінцевими різницями, на рівномірній лінійці було 
складено систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
(СЛАР). Вирішивши цю систему рівнянь отримали 
розподіл напруженості електромагнітного поля E 
вздовж радіальної координати r. Розподіл густини 
струму вздовж r отримали використавши формулу
J=E*σ,  (4)
де J – густина струму.
Граничні умови в розглянутій задачі:









на правій границі умова першого роду (Діріхле)
Er=R=J/σ.
З граничних умов та рівняння (3) отримуємо СЛАР 
в матричній формі
Аe=b,  (5)
де А – матриця коефіцієнтів системи, e – вектор-стов-
бець невідомих, b – вектор-стовбець правих частин 
рівнянь (вільних членів). 
До систем лінійних рівнянь зводиться велика кіль-
кість задач математики. СЛАР має єдиний розв’язок, 
якщо матриця А є несингулярною, тобто визначник не 
рівний нулю. 
Існують основні методи рішення СЛАР: метод Кра-
мера, метод Гаусса, метод оберненої матриці.
Вирішення СЛАР з великою матрицею А в матема-
тичному пакеті Matlab за допомогою методу оберненої 
матриці, з обчислювальної точки зору, труднощів не ста-
новить. Тому в вирішенні задачі обчислення розподілу 
напруженості електромагнітного поля вздовж радіаль-
ної координати використано метод оберненої матриці
e=bА-1,  (6)
де А-1 – зворотна матриця.
Алгоритм вирішення задачі представлено на рис. 3.
На рис. 4 показано результат математичного моде-
лювання, в пакеті Matlab, розподілу густини струму 
в мідному електроді. Основні вхідні дані моделі взяті 
з реальних даних експериментів по приварюванню 
сітківки ока: радіус електрода 0,33 мм; частота 66 кГц.
Рис. 4. Розподіл густини струму в мідному круглому 
електроді (частота 66 кГц)
На рис. 5 показано розподіл густини струму в мідно-


































Ввід вхідних даних: R, N, ω, μ, σ, ε, J, 
E(0), E(R)  
Задаємо геометрію: 
- визначаємо розрахунковий крок по просторовій координаті h=R/(N-1); 
- створюємо рівномірну просторову лінійку ri=(i-1)h, i=1,…N,  
 r1 = 0, …, rN = R 
Вирішуємо СЛАР: 
- задаємо матрицю коефіцієнтів А розмірністю N*N всі елементи якої 
дорівнюють 0; 
- задаємо вектор-стовбець правих частин рівнянь b розмірністю 1*N 
всі елементи якої дорівнюють 0; 
- розраховуємо прогоночні коефіцієнти А; 
- задаємо граничні умови та інші точки в b; 
- обчислюємо вектор -стовбець змінних e = bA-1 ; 
- обчислюємо густину струму .  
 
 
Вивід результатів  
Кінець 
Рис. 3. Алгоритм вирішення задачі (N – кількість точок по 
довжині просторової лінійки, E(0 ) – ліва гранична умова,  




Рис. 5. Розподіл густини струму в мідному круглому 
електроді (частота 1 МГц)
6. Обговорення результатів дослідження впливу скін-
ефекту на розподіл густини змінного струму
Математична модель показує, що всередині кругло-
го електрода струм високої частоти майже не тече і цим 
пояснюється утворення коагуляційних кілець в прак-
тичних дослідженнях по контактному приварюванню 
сітківки ока. При збільшенні частоти струму скін-ефект 
виражається в зменшенні товщини поверхневого шару 
по якому проходить змінний струм.
Розроблена математична модель по визначенню тов-
щини скін-шару може застосовуватись для круглих 
провідників з різною електропровідністю (мідь, срібло, 
золото, алюміній, латунь та інш.) в широкому частот-
ному діапазоні від 50 Гц (частота мережі живлення) до 
верхньої межі роботи високочастотних електрохірур-
гічних джерел живлення – 4 МГц.
Подальшим розвитком даного дослідження ста- 
не – розробка математичних моделей розподілу густини 
струму в активних та пасивних електродах з складною 
формою поперечного перерізу, які широко застосовують-
ся в електрохірургії при зварюванні живих тканин. Для 
вирішення цих задач буде використано метод стрільби.
7. Висновки
1. Розроблена математична модель розподілу гус-
тини струму в електродах електрохірургічних інстру-
ментів з компактним поперечним перерізом дозволяє 
аналізувати електромагнітні процеси, що відбувають-
ся при електрохірургічних втручаннях. Ця модель 
представляє собою одномірну еліптичну задачу для 
моделювання скін-ефекту в провідниках.
На відміну від існуючого погляду, що дію скін-ефекту 
можна не враховувати при моделюванні роботи електро-
хірургічних електродів, ця модель показує, що розподіл 
густини струму в електродах є важливою складовою 
процесу високочастотного впливу на біологічні тканини. 
2. Процедуру верифікації розробленої моделі найпро-
стіше проводити порівнянням з результатами експери-
ментальних досліджень по приварюванню сітківки ока.
3. Зміною частоти струму в електродах можна впли-
вати на ширину коагуляційного кільця і вирішувати за-
дачу його оптимізації, оскільки занадто велика ширина 
кільця призводить до більш травматичного перебігу опе-
рації, а занадто мала – не забезпечує якість та міцність 
зварного з’єднання.
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матеріалу, приводить до падіння енергетичних 
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обработке композиционного материала в зависи-
мости от его свойств для механической моде-
ли акустического излучения. Показано, что воз-
растание значения параметра, характеризующего 
свойства материала, приводит к падению энерге-
тических характеристик акустической эмиссии. 
Определено, что падение дисперсии среднего уров-
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эмиссии
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1. Введение
Работоспособность изделий из композиционных 
материалов (КМ) в значительной степени определяет-
ся неоднородностью их свойств. Такая неоднородность 
обусловлена процессами изготовления КМ. Для обе-
спечения надёжности изделий проводят широкий ком-
плекс исследований с разработкой методов контроля 
и мониторинга, как КМ, так и технологических про-
цессов их механической обработки. Одним из методов 
исследований является метод акустической эмиссии 
(АЭ). Однако при значительных преимуществах ме-
тода его применение для контроля технологических 
процессов механической обработки КМ ограничено. 
Это обусловлено проблемами интерпретации реги-
стрируемого акустического излучения.
Результаты опубликованных исследований показы-
вают, что сигналы АЭ, регистрируемые в процессе ме-
ханической обработки КМ, формируются при действии 
влияющих факторов. Такими факторами являются: 
технологические параметры механической обработки 
КМ; физико-механические характеристики обрабаты-
ваемого КМ. Они определяют сложную форму и пара-
метры сигналов АЭ, которые изменяются во времени. 
Безусловно, что интерпретация их изменения является 
важной задачей для разработки методов контроля и мо-
ниторинга технологических процессов механической 
обработки КМ. Одним из направлений решения задачи 
является моделирование АЭ с определением влияния 
различных факторов на амплитудно-энергетические 
параметры формируемых сигналов. Это позволит опре-
делить информативность и чувствительность параме-
тров АЭ к действию влияющих факторов, что являться 
основой создания методов контроля механической об-
работки КМ и качества изготавливаемых изделий.
2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы
Метод АЭ, как показывают обзорные публикации 
[1–3], имеет широкое применение при исследовании 
различных операций механической обработки мате-
риалов (точение, сверление, фрезерование), включая и 
